
GEMM Convolution

GEMM convolution 的核心说法是对的：

“把卷积中的大量 patch 与 filter 的点积，重新排列成一次矩阵乘法。”

这里需要先说明一个小细节：深度学习框架里常说的 convolution，通常实际计算的是 cross-
correlation，也就是不翻转卷积核。下面沿用深度学习里的习惯，仍然叫 convolution。

1. 一个数值例子
这个例子只有一张输入图片、一个输入通道，所以可以先把输入写成一个二维矩阵。对应到完
整符号里，就是 𝑁 = 1,𝐻 = 4,𝑊 = 4,𝐶 = 1。

令输入为：
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先只看一个输出通道，也就是 𝐾 = 1。令 filter 为：
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左上角输出位置 (𝑝 = 0, 𝑞 = 0) 对应的 input patch 是：

𝑋 =
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这个输出点就是 patch 和 filter 的点积：

𝑂0,0,0,0 = 1 ⋅ 1 + 2 ⋅ 0 + 3 ⋅ (−1) + 5 ⋅ 1 + 6 ⋅ 0 + 7 ⋅ (−1) + 9 ⋅ 1 + 10 ⋅ 0 + 11 ⋅ (−1) = −6 (4)

如果用 GEMM 表达，先把这个 patch 展成 𝐴 的第一行：

𝐴0,: = [1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11] (5)

把 filter 展成 𝐵 的第一列：

𝐵:,0 = [1, 0,−1, 1, 0,−1, 1, 0,−1]𝑇 (6)

于是：

𝐺0,0 = 𝐴0,:𝐵:,0 = −6 (7)

第二个输出元素对应 (𝑝 = 0, 𝑞 = 1)，也就是窗口向右移动一格：

𝑋1 =
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所以：



𝑂0,0,1,0 = 2 ⋅ 1 + 3 ⋅ 0 + 4 ⋅ (−1) + 6 ⋅ 1 + 7 ⋅ 0 + 8 ⋅ (−1) + 10 ⋅ 1 + 11 ⋅ 0 + 12 ⋅ (−1) = −6(9)

用 GEMM 看，就是 𝐴 的第二行乘以 𝐵：

𝐴1,: = [2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12] (10)

𝐺1,0 = 𝐴1,:𝐵:,0 = −6 (11)

这个例子中一共有 2 × 2 = 4 个输出空间位置，所以完整的 𝐴 是：
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完整的 𝐵 是：

𝐵 =
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于是完整的 GEMM 是：

𝐺 = 𝐴𝐵 =
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=

(
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最后把 𝐺 的 4 行还原成输出的 (𝑝, 𝑞) 空间位置：

𝑂0,:,:,0 = (
−6
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−6) (15)

其他输出位置也是同样的点积，只是换成不同的 input patch。如果有多个输出通道 𝐾，就是
让 𝐵 有多列；一次矩阵乘法同时算出多个 filter 的结果。

2. 卷积公式
假设输入采用 NHWC 布局：

𝐼 ∈ ℝ𝑁×𝐻×𝑊×𝐶 (16)

NHWC 表示输入张量的四个维度顺序是：



• 𝑁：batch size，也就是一次处理多少张图片
• 𝐻：input height，输入特征图高度
• 𝑊：input width，输入特征图宽度
• 𝐶：input channels，输入通道数

所以 𝐼𝑛,ℎ,𝑤,𝑐 表示第 𝑛 个样本、第 ℎ 行、第 𝑤 列、第 𝑐 个输入通道的值。

卷积核采用 RSCK 布局：

𝐹 ∈ ℝ𝑅×𝑆×𝐶×𝐾 (17)

RSCK 表示 filter 张量的四个维度顺序是：

• 𝑅：filter height，卷积核高度
• 𝑆：filter width，卷积核宽度
• 𝐶：input channels，和输入张量的 𝐶  对齐
• 𝐾：output channels，也就是卷积核个数

所以 𝐹𝑟,𝑠,𝑐,𝑘 表示第 𝑘 个 filter 在位置 (𝑟, 𝑠)、输入通道 𝑐 上的权重。

输出为：

𝑂 ∈ ℝ𝑁×𝑃×𝑄×𝐾 (18)

这里可以把输出布局记成 NPQK：

• 𝑁：batch size，和输入的 𝑁  一样
• 𝑃：output height，输出特征图高度
• 𝑄：output width，输出特征图宽度
• 𝐾：output channels，和 filter 的 𝐾  一样

所以 𝑂𝑛,𝑝,𝑞,𝑘 表示第 𝑛 个样本、第 𝑝 行、第 𝑞 列、第 𝑘 个输出通道的值。

如果 stride 为 𝑢, 𝑣，padding 为 𝑎ℎ, 𝑎𝑤，dilation 为 𝑑ℎ, 𝑑𝑤，那么输出空间大小是：

𝑃 = ⌊𝐻 + 2𝑎ℎ − 𝑑ℎ(𝑅 − 1) − 1
𝑢

⌋ + 1 (19)

𝑄 = ⌊𝑊 + 2𝑎𝑤 − 𝑑𝑤(𝑆 − 1) − 1
𝑣

⌋ + 1 (20)

每个输出元素是：

𝑂𝑛,𝑝,𝑞,𝑘 = ∑
𝑅−1

𝑟=0
∑
𝑆−1

𝑠=0
∑
𝐶−1

𝑐=0
𝐼𝑛,𝑝𝑢+𝑟𝑑ℎ−𝑎ℎ,𝑞𝑣+𝑠𝑑𝑤−𝑎𝑤,𝑐𝐹𝑟,𝑠,𝑐,𝑘 (21)

其中越过输入边界的位置按 padding 规则处理，最常见的是补 0。

这个公式表达的是：固定一个输出位置 (𝑛, 𝑝, 𝑞, 𝑘) 后，把输入中的一个局部 patch 和第 𝑘 个 
filter 做点积。

3. 从卷积到矩阵乘法
GEMM 是通用矩阵乘法：

𝐶 = 𝐴𝐵 (22)



要把卷积改写成 GEMM，可以把输出的前三个维度 (𝑛, 𝑝, 𝑞) 展平成矩阵行，把卷积核内部的三
个维度 (𝑟, 𝑠, 𝑐) 展平成矩阵的归约维度。

定义：

𝑚 = (𝑛𝑃 + 𝑝)𝑄 + 𝑞 (23)

ℓ = (𝑟𝑆 + 𝑠)𝐶 + 𝑐 (24)

于是逻辑矩阵 𝐴、𝐵、𝐺 的 shape 是：

𝐴 ∈ ℝ(𝑁𝑃𝑄)×(𝑅𝑆𝐶) (25)

𝐵 ∈ ℝ(𝑅𝑆𝐶)×𝐾 (26)

𝐺 ∈ ℝ(𝑁𝑃𝑄)×𝐾 (27)

它们的元素对应关系是：

𝐴𝑚,ℓ = 𝐼𝑛,𝑝𝑢+𝑟𝑑ℎ−𝑎ℎ,𝑞𝑣+𝑠𝑑𝑤−𝑎𝑤,𝑐 (28)

𝐵ℓ,𝑘 = 𝐹𝑟,𝑠,𝑐,𝑘 (29)

𝐺𝑚,𝑘 = 𝑂𝑛,𝑝,𝑞,𝑘 (30)

把这些代入矩阵乘法：

𝐺𝑚,𝑘 = ∑
𝑅𝑆𝐶−1

ℓ=0
𝐴𝑚,ℓ𝐵ℓ,𝑘 (31)

再把 ℓ 还原成 (𝑟, 𝑠, 𝑐)，就得到前面的卷积公式：

𝐺𝑚,𝑘 = ∑
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𝐼𝑛,𝑝𝑢+𝑟𝑑ℎ−𝑎ℎ,𝑞𝑣+𝑠𝑑𝑤−𝑎𝑤,𝑐𝐹𝑟,𝑠,𝑐,𝑘 = 𝑂𝑛,𝑝,𝑞,𝑘 (32)

所以，GEMM convolution 并不是改变了数学结果，而是改变了计算组织方式。

4. im2col 与 implicit GEMM
如果显式生成 𝐴，这个过程通常叫 im2col：

input tensor -> im2col matrix A -> GEMM -> output tensor

这样做的好处是实现简单，可以直接调用成熟的矩阵乘法库。问题是 𝐴 可能非常大，因为相邻 
patch 会重复包含大量相同输入元素。

implicit GEMM convolution 的做法是：

input tensor -> kernel 内按 A(m, ell) 的映射取数 -> GEMM 风格计算 -> output tensor

也就是说，𝐴 是一个逻辑矩阵，而不是一个提前写入内存的真实大矩阵。kernel 内部按 
GEMM 的 tile、warp、thread 组织方式工作，需要 𝐴𝑚,ℓ 时，再根据 𝑚 和 ℓ 算出原始 input 
tensor 中的坐标去加载。

所以：

• GEMM convolution：把卷积写成 𝐶 = 𝐴𝐵
• explicit GEMM convolution：先真的生成 𝐴，再做 GEMM



• implicit GEMM convolution：不生成完整 𝐴，只在 kernel 内隐式访问 𝐴𝑚,ℓ

5. 一个形状例子
假设：

𝑁 = 1,𝐻 = 4,𝑊 = 4,𝐶 = 1 (33)

𝑅 = 3, 𝑆 = 3,𝐾 = 2 (34)

stride 为 1，padding 为 0，dilation 为 1。

那么：

𝑃 = 4 − 3 + 1 = 2 (35)

𝑄 = 4 − 3 + 1 = 2 (36)

输出 shape 是：

𝑂 ∈ ℝ1×2×2×2 (37)

GEMM 中三个矩阵的 shape 是：

𝐴 : (𝑁𝑃𝑄) × (𝑅𝑆𝐶) = 4 × 9 (38)

𝐵 : (𝑅𝑆𝐶) ×𝐾 = 9 × 2 (39)

𝐺 : (𝑁𝑃𝑄) ×𝐾 = 4 × 2 (40)

其中 𝐴 的 4 行分别对应 4 个输出空间位置：

(n=0, p=0, q=0)

(n=0, p=0, q=1)

(n=0, p=1, q=0)

(n=0, p=1, q=1)

每一行有 9 个元素，对应一个 3 × 3 × 1 的输入 patch。

6. 一句话总结
卷积可以看成大量 patch-filter 点积。把每个输出位置对应的 patch 放到矩阵 𝐴 的一行，把每
个 filter 放到矩阵 𝐵 的一列，卷积就变成了 𝐶 = 𝐴𝐵。implicit GEMM convolution 保留这个 
GEMM 视角，但不显式生成完整 im2col 矩阵，而是在 kernel 中按映射关系从原始 tensor 取
数。


	1. 一个数值例子
	2. 卷积公式
	3. 从卷积到矩阵乘法
	4. im2col 与 implicit GEMM
	5. 一个形状例子
	6. 一句话总结

