
有趣的数学分析主题

本笔记将探讨几个相互关联的深刻数学主题：从经典的级数理论，到超越数的概念，再到五次
方程的不可解性，以及复变函数在实积分计算中的应用。

1. 调和级数

定义 1.1 :  调和级数是指如下无穷级数：
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调和级数是人类最早研究的级数之一。尽管其通项 1𝑛  趋于 0，但这个级数却是发散的。

定理 1.1 :  调和级数发散：∑
∞

𝑛=1

1
𝑛
= +∞

证明:  这里给出经典的柯西凝聚判别法证明，以及更直观的分组证明。

方法一：分组证明

我们将级数按如下方式分组：
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注意到：
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一般地，第 𝑘 组（包含 2𝑘 项）满足：
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因此：
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方法二：积分判别法

考虑函数 𝑓(𝑥) = 1
𝑥，它是正的、连续且递减的。由于：

∫
∞

1

1
𝑥
d𝑥 = lim

𝑏→∞
ln 𝑏 = +∞ (7)



由积分判别法，调和级数发散。 ∎

例 1.1 :  调和级数的部分和与对数函数有密切关系：

lim
𝑛→∞

(∑
𝑛

𝑘=1

1
𝑘
− ln 𝑛) = 𝛾 (8)

其中 𝛾 ≈ 0.5772 称为欧拉-马歇罗尼常数。这是一个著名的未解决问题：𝛾 是否是有理
数？目前尚不知道。

2. 自然常数 𝑒 及其导数

2.1. 𝑒 的多种定义
自然常数 𝑒 是数学中最重要的常数之一，可以通过多种等价的方式定义：

定义 2.1.1 :  自然常数 𝑒 的等价定义：

1. 极限定义：𝑒 = lim
𝑛→∞

(1 + 1
𝑛
)
𝑛

2. 级数定义：𝑒 =∑
∞

𝑛=0

1
𝑛!

3. 积分定义：𝑒𝑥 是满足 𝑓 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 且 𝑓(0) = 1 的唯一函数在 𝑥 = 1 处的值。

4. 对数定义：𝑒 是满足 ∫
𝑒

1

1
𝑡
d𝑡 = 1 的唯一正实数。

这些定义的等价性可以通过分析学的方法加以证明。其中级数定义特别有用，因为它直接展示
了 𝑒 是无理数（事实上是超越数）。

2.2. 𝑒𝑥 导数的证明

定理 2.2.1 :  设 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥，则 𝑓 ′(𝑥) = 𝑒𝑥，即 (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥。

证明:  我们使用 𝑒 的级数定义来证明这一性质。

首先，𝑒𝑥 可以通过幂级数定义：
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∞
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该幂级数的收敛半径为 +∞（由比值判别法），因此可以逐项求导。

对两边求导：
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证毕。 ∎

例 2.2.1 :  利用极限定义的替代证明：

从极限定义出发：

𝑓 ′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑒𝑥+ℎ − 𝑒𝑥

ℎ
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ℎ→0

𝑒ℎ − 1
ℎ

(16)

关键步骤是证明 lim
ℎ→0

𝑒ℎ − 1
ℎ

= 1。

利用 𝑒ℎ = lim
𝑛→∞

(1 + ℎ
𝑛
)
𝑛

，对小的 ℎ 有：
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ℎ

≈
(1 + ℎ

𝑛)
𝑛 − 1

ℎ
(17)

当 𝑛 足够大时，(1 + ℎ
𝑛)
𝑛 ≈ 1 + ℎ + 𝑂(ℎ2𝑛 )，因此：

lim
ℎ→0

𝑒ℎ − 1
ℎ

= 1 (18)

3. 超越数

3.1. 代数数与超越数

定义 3.1.1 :  一个复数 𝛼 称为代数数，如果存在非零整系数多项式 𝑃(𝑥) ∈ ℤ[𝑥]，使得 
𝑃(𝛼) = 0。

不是代数数的复数称为超越数。



例 3.1.1 :
• 所有有理数 𝑝𝑞  都是代数数（是 𝑞𝑥 − 𝑝 = 0 的根）
•
√
2 是代数数（是 𝑥2 − 2 = 0 的根）

• 3
√
5 是代数数

• 𝑖 =
√
−1 是代数数（是 𝑥2 + 1 = 0 的根）

3.2. 著名超越数

定理 3.2.1 :

1. (林德曼-魏尔斯特拉斯定理, 1885)：若 𝛼1, 𝛼2,…, 𝛼𝑛 是互不相同的代数数，则 
𝑒𝛼1 , 𝑒𝛼2 ,…, 𝑒𝛼𝑛  在代数数域上线性无关。

2. 特别地，𝑒 和 𝜋 都是超越数。

例 3.2.1 :  𝜋 的超越性证明了古希腊“化圆为方”问题用尺规作图是不可能的。因为如果
可作，则 

√
𝜋 将是代数数，从而 𝜋 也是代数数。

4. 五次方程的不可解性
这是代数学史上最深刻的结果之一，由伽罗瓦（Évariste Galois）在 19 世纪初创立的理论所
揭示。

4.1. 根式可解的定义

定义 4.1.1 :  一个多项式方程 𝑃(𝑥) = 0 称为根式可解，如果它的根可以通过有限次加、
减、乘、除和开 𝑛 次方运算（从方程的系数出发）表示出来。

例 4.1.1 :
• 一次方程：𝑎𝑥 + 𝑏 = 0，解为 𝑥 = − 𝑏

𝑎
• 二次方程：𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0，解为 𝑥 = −𝑏±

√
𝑏2−4𝑎𝑐
2𝑎

• 三次和四次方程也有类似的求根公式（但更为复杂）

4.2. 伽罗瓦理论的核心思想
伽罗瓦的关键洞察是：将方程的根的对称性与伽罗瓦群的结构联系起来。

定义 4.2.1 :  设 𝑃(𝑥) ∈ ℚ[𝑥] 是不可约多项式，𝐾 是其分裂域。𝑃  的伽罗瓦群 Gal(𝐾ℚ ) 是
保持 ℚ 不动的 𝐾 的自同构群。



定理 4.2.1 :  (伽罗瓦判别法) 多项式 𝑃(𝑥) 根式可解当且仅当其伽罗瓦群是可解群。

4.3. 𝑆5 的不可解性

定理 4.3.1 :  一般五次方程 𝑥5 + 𝑎1𝑥4 + 𝑎2𝑥3 + 𝑎3𝑥2 + 𝑎4𝑥 + 𝑎5 = 0 不是根式可解的。

证明:  证明概要：

1. 一般五次方程的伽罗瓦群是对称群 𝑆5。

2. 对于 𝑛 ≥ 5，交错群 𝐴𝑛 是单群（没有非平凡的正规子群）。

3. 𝑆5 的合成列为：{𝑒} ◁ 𝐴5 ◁ 𝑆5
4. 由于 𝐴5 是单群且非阿贝尔群，它不是循环群。

5. 因此 𝑆5 不是可解群（可解群要求所有合成因子都是素数阶循环群）。

6. 由伽罗瓦判别法，一般五次方程不是根式可解的。

具体而言，𝐴5 的阶为 5!2 = 60 = 2
2 ⋅ 3 ⋅ 5，它是一个非阿贝尔单群。这意味着不存在正规

子群列使得每个商群都是阿贝尔群。 ∎

例 4.3.1 :  方程 𝑥5 − 𝑥 + 1 = 0 就是一个具体的五次方程，其伽罗瓦群是 𝑆5，因此不能用
根式求解。

5. 复变函数方法计算实积分
复变函数论为计算某些困难的实积分提供了强大的工具，特别是留数定理的应用。

5.1. 问题陈述
计算积分：

𝐼 = ∫
+∞

−∞

1
1 + 𝑥2

d𝑥 (19)

5.2. 留数定理回顾

定理 5.2.1 :  (留数定理) 设 𝑓(𝑧) 在简单闭曲线 𝐶 及其内部除有限个孤立奇点 𝑧1, 𝑧2,…, 𝑧𝑛 
外解析，则：

∫
𝐶
𝑓(𝑧) d𝑧 = 2𝜋𝑖∑

𝑛

𝑘=1
Res(𝑓, 𝑧𝑘) (20)



5.3. 积分计算

定理 5.3.1 :  ∫
+∞

−∞

1
1 + 𝑥2

d𝑥 = 𝜋

证明:  考虑复变函数 𝑓(𝑧) = 1
1+𝑧2。该函数在复平面上有两个一阶极点：

𝑧2 + 1 = 0⟹ 𝑧 = ±𝑖 (21)

构造积分围道：以原点为中心，半径为 𝑅 > 1 的上半圆。围道由两部分组成：
• 𝐶𝑅：上半圆弧 𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝜃，𝜃 ∈ [0, 𝜋]
• [−𝑅,𝑅]：实轴上的线段

由留数定理：

∫
[−𝑅,𝑅]∪𝐶𝑅

𝑓(𝑧) d𝑧 = 2𝜋𝑖 ⋅ Res(𝑓, 𝑖) (22)

计算在 𝑧 = 𝑖 处的留数：

Res(𝑓, 𝑖) = lim
𝑧→𝑖
(𝑧 − 𝑖) ⋅ 1

(𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖)
= 1
2𝑖

(23)

因此：

∫
[−𝑅,𝑅]∪𝐶𝑅

𝑓(𝑧) d𝑧 = 2𝜋𝑖 ⋅ 1
2𝑖
= 𝜋 (24)

现在证明当 𝑅 →∞ 时，沿 𝐶𝑅 的积分趋于 0：

在 𝐶𝑅 上，|𝑧| = 𝑅，所以：

|1 + 𝑧2| ≥ |𝑧|2 − 1 = 𝑅2 − 1 (25)

因此：

|∫
𝐶𝑅

𝑓(𝑧) d𝑧| ≤ length(𝐶𝑅) ⋅ max𝑧∈𝐶𝑅
|𝑓(𝑧)| (26)

= 𝜋𝑅 ⋅ 1
𝑅2 − 1

→ 0 (𝑅 → ∞) (27)

取极限 𝑅 →∞：

∫
+∞

−∞

1
1 + 𝑥2

d𝑥 = 𝜋 (28)

∎



例 5.3.1 :  当然，这个积分也可以用初等方法计算：

∫ 1
1 + 𝑥2

d𝑥 = arctan 𝑥 + 𝐶 (29)

因此：

∫
+∞

−∞

1
1 + 𝑥2

d𝑥 = lim
𝑎→∞

[arctan 𝑎 − arctan(−𝑎)] = 𝜋
2
− (−𝜋

2
) = 𝜋 (30)

复变方法的优势在于可以处理更复杂的积分，如：

∫
+∞

−∞

cos 𝑥
1 + 𝑥2

d𝑥 = 𝜋
𝑒

(31)

这类积分用实分析方法很难计算。

6. 总结
本笔记探讨了数学分析中的几个深刻主题：

1. 调和级数的发散性展示了无穷级数的微妙性质。

2. 自然常数 𝑒 的多种定义方式体现了数学概念的丰富性，其自守性质（导数等于自身）使其
成为分析学的核心。

3. 超越数的概念区分了代数结构和超越结构，林德曼-魏尔斯特拉斯定理是这一领域的巅峰成
就。

4. 五次方程不可解是代数学的里程碑，伽罗瓦群论的思想彻底改变了现代数学的面貌。

5. 复变函数方法展示了不同数学分支之间的深刻联系，留数定理将复分析的技巧应用于实积
分的计算。

这些主题看似分散，实则统一于数学对“结构”和“对称性”的深刻理解之中。

7. 参考文献
1. Ahlfors, L. V. (1979). Complex Analysis. McGraw-Hill.
2. Edwards, H. M. (1984). Galois Theory. Springer.
3. Rudin, W. (1976). Principles of Mathematical Analysis. McGraw-Hill.
4. 华罗庚 (1979). 《数论导引》. 科学出版社.


	1. 调和级数
	2. 自然常数 e 及其导数
	2.1. e 的多种定义
	2.2. ex 导数的证明

	3. 超越数
	3.1. 代数数与超越数
	3.2. 著名超越数

	4. 五次方程的不可解性
	4.1. 根式可解的定义
	4.2. 伽罗瓦理论的核心思想
	4.3. S5 的不可解性

	5. 复变函数方法计算实积分
	5.1. 问题陈述
	5.2. 留数定理回顾
	5.3. 积分计算

	6. 总结
	7. 参考文献

