
孪生素数问题

为什么只差 2 的素数对可能有无穷多？

孪生素数问题的陈述非常简单：像 (3, 5)、(5, 7)、(11, 13) 这样相差 2 的素数对，会不会永远出现下去？截至

本文整理时，人们相信答案是“会”，但还没有证明。

这份笔记先补齐两个基础结论，再回答孪生素数问题：

1. 欧几里得怎样证明素数有无穷多个；

2. 素数定理怎样描述素数的总体密度；

3. 孪生素数猜想精确地说了什么；

4. 为什么概率直觉强烈支持这个猜想；

5. 已有结果离间隔 2 还差在哪里。
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1. 两个关于素数的基础事实
一个大于 1 的整数，如果正因数只有 1 和它本身，就称为素数。前几个素数是

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, … (1)

1.1. 欧几里得：素数有无穷多个

定理

素数有无穷多个。

欧几里得给出了一条很短的反证法。假设素数只有有限多个，把它们全部列成

𝑝1, 𝑝2, …, 𝑝𝑘. (2)

构造一个新整数

𝑁 = 𝑝1𝑝2…𝑝𝑘 + 1. (3)

对每个已列出的素数 𝑝𝑖，都有

𝑁 mod 𝑝𝑖 = 1, (4)

所以没有一个 𝑝𝑖 能整除 𝑁。另一方面，𝑁 > 1，因此 𝑁  本身是素数，或者 𝑁  至少有一个素因子 𝑞。这个 𝑞 

不在原来的清单中，与“已经列出了全部素数”矛盾。于是素数不可能只有有限多个。

这个证明告诉我们：无论已经找到多少素数，总能证明还有新的素数存在。但它没有告诉我们新素数离已有

素数多远，也没有描述素数总体上有多稀疏。

1.2. 素数定理：素数有多稀疏
定义素数计数函数

𝜋(𝑥) = |{𝑝 ≤ 𝑥 : 𝑝  是素数}|, (5)

也就是不超过 𝑥 的素数个数。例如 𝜋(10) = 4，因为这些素数是 2, 3, 5, 7。

素数定理

当 𝑥 趋向无穷时，

𝜋(𝑥) ∼ 𝑥
ln

𝑥, (6)

等价地，

lim
𝑥→∞

𝜋(𝑥)
𝑥
ln𝑥

= 1. (7)

符号 𝑓(𝑥) ∼ 𝑔(𝑥) 表示二者的比值趋近于 1。它不是说 𝜋(𝑥) 在每一点都等于 𝑥
ln𝑥，而是说后者抓住了前者的

主要增长尺度。

𝑥 𝜋(𝑥) 𝑥
ln𝑥

10 4 4.34
100 25 21.71

1000 168 144.76
1 000 000 78 498 72 382.41

因此，在大小约为 𝑥 的位置附近，素数的平均密度约为 1
ln𝑥，相邻素数的平均间隔约为 ln 𝑥。这里的“平均”

很重要：素数定理描述宏观分布，并不保证每个长度为 ln 𝑥 的区间都有素数，更不控制某个指定的短间隔。
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2. 孪生素数问题

孪生素数

若 𝑝 和 𝑝 + 2 都是素数，就称 (𝑝, 𝑝 + 2) 为一对孪生素数。

前几对孪生素数为

(3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), … (8)

孪生素数猜想

存在无穷多个素数 𝑝，使 𝑝 + 2 也是素数。

设 𝑝𝑛 是第 𝑛 个素数。猜想也可以写成

lim inf
𝑛→∞

(𝑝𝑛+1 − 𝑝𝑛) = 2. (9)

这里用下极限，是因为素数间隔会忽大忽小。猜想并不是说相邻素数最终总相差 2，而是说间隔 2 会在任意

大的位置反复出现。

2.1. 为什么最小间隔是 2
除了 2 以外，所有素数都是奇数。两个奇数的差一定是偶数，所以足够大的相邻素数不可能只差 1；最小的

可能间隔就是 2。

模 3 还能解释一个有趣现象。在三个奇数

𝑛, 𝑛 + 2, 𝑛 + 4 (10)

中，必有一个能被 3 整除。因此，除了包含素数 3 的 (3, 5, 7)，不可能再有三个连续奇数全是素数。换句话

说，(3, 5) 和 (5, 7) 是唯一两对“首尾相接”的孪生素数。

2.2. 两个基础结论为什么仍不够
欧几里得定理只保证素数不会用完，并不控制它们之间的距离。例如，一个无穷集合完全可能越来越稀疏，

相邻元素的距离也越来越大。

素数定理虽然给出了平均密度，却仍是宏观结论。它允许局部间隔剧烈波动，也没有说明 𝑛 与 𝑛 + 2 的素性如

何关联。孪生素数猜想要求的强得多：它要求在素数整体越来越稀疏时，仍有无穷多次恰好出现最小间隔 2。

3. 为什么人们相信它

3.1. 最粗略的概率直觉
由前面的素数定理，大小约为 𝑥 的整数成为素数的“密度”大约是

1
ln

𝑥. (11)

如果暂时把“𝑛 是素数”和“𝑛 + 2 是素数”当成近似独立事件，那么二者同时为素数的机会大约是

1
(ln 𝑥)2 . (12)

把 𝑥 以内所有候选数的机会加起来，就会得到大约

∫
𝑥

2

d𝑡
(ln 𝑡)2 (13)

对孪生素数的贡献。这个积分随 𝑥 趋向无穷，因此粗略模型预测孪生素数有无穷多对。

但“独立”并不准确。比如对任意素数 𝑞，整数对 (𝑛, 𝑛 + 2) 能否避开被 𝑞 整除，带有明确的同余约束。需要

把这些局部效应逐个修正。
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3.2. Hardy–Littlewood 的精细预测
记

𝜋2(𝑥) = |{𝑝 ≤ 𝑥 : 𝑝  和 𝑝 + 2  都是素数}|. (14)

Hardy–Littlewood 素数对猜想预测

𝜋2(𝑥) ∼ 2𝐶2 ∫
𝑥

2

d𝑡
(ln 𝑡)2 ∼ 2𝐶2

𝑥
(ln 𝑥)2 , (15)

其中

𝐶2 = ∏
𝑞>2,𝑞  为素数

(1 − 1
(𝑞 − 1)2 ) ≈ 0.66016 (16)

称为孪生素数常数。

这个公式比“有无穷多对”更强：它预测了 𝑥 以内大概有多少对。计算实验与这一趋势非常吻合，但再多的

有限计算也不能代替对所有整数的证明。

概率模型的地位

把一个整数“当作随机数”是启发式方法，不是证明。素数由整除性严格决定，各个事件之间也不是独

立的；常数 𝐶2 正是在修正这些相关性。

4. 为什么证明很难

4.1. 筛法能做什么
筛法的基本思路是：从候选整数中排除能被小素数整除的数。若同时筛 𝑛 和 𝑛 + 2，就能很好地估计“二者

都没有小素因子”的候选数量。

难点在于，没有小素因子不等于一定是素数。一个数还可能是两个大素数的乘积。许多筛法可以证明“素数

或只有少量素因子的数”大量存在，却很难同时认定两个表达式都恰好只有一个素因子。

这通常称为筛法的奇偶障碍：经典筛法难以区分一个整数含奇数个还是偶数个素因子，而“恰好是素数”正

需要这种更精细的信息。

4.2. 只差一个几乎素数

陈氏定理

存在无穷多个素数 𝑝，使 𝑝 + 2 要么是素数，要么是两个素数的乘积。

“两个素数的乘积”允许平方，例如 𝑞2。陈氏定理已经非常接近孪生素数：左边确定是素数，右边至多有两

个素因子。但从“至多两个”推进到“恰好一个”，正会撞上筛法最顽固的障碍。

5. 有界素数间隔的突破
令

𝑑𝑛 = 𝑝𝑛+1 − 𝑝𝑛 (17)

表示相邻素数的间隔。孪生素数猜想等价于 𝑑𝑛 = 2 出现无穷多次。

2013 年，张益唐证明存在某个固定常数 𝐵，使

𝑑𝑛 ≤ 𝐵 (18)

出现无穷多次。关键不是最初的 𝐵 有多大，而是它不随素数的位置增长：即使素数越来越稀疏，仍有无穷多

对相邻素数保持在某个统一的有限距离内。

随后，Maynard 和 Tao 发展出新的方法，并与协作改进一起显著缩小了可取的界。这些工作证明了
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lim inf
𝑛→∞

(𝑝𝑛+1 − 𝑝𝑛) < ∞, (19)

而孪生素数猜想要求把右边的某个有限界一直压到 2。

“有界间隔”还不是“孪生素数”

已知结果保证无穷多次出现“不超过某个常数”的素数间隔，但没有指定这个间隔必须是 2。即使由抽

屉原理可知，某个固定的偶数间隔会出现无穷多次，我们仍不知道它是不是 2。

这些突破的思想来自 GPY 方法：不再试图直接证明指定的 (𝑛, 𝑛 + 2) 同时为素数，而是考察一组平移

𝑛 + ℎ1, 𝑛 + ℎ2, …, 𝑛 + ℎ𝑘 (20)

并设计权重，证明其中至少两个数经常同时为素数。这样可以先得到“某个短区间里有两个素数”，却无法

精确控制究竟是哪两个位置胜出。

6. 几个常见误解

说法 问题在哪里

“已经验证到极大的范围，所以

猜想成立。”

有限计算只能排除某个范围内的反例，不能证明无穷性。

“素数无穷多，所以总有相差 2 

的素数。”

无穷多个数仍可能彼此越来越远。

“张益唐已经证明了孪生素数

猜想。”

他证明的是无穷多个统一有界的素数间隔，没有把界降到 2。

“随机模型就是证明。” 随机模型解释了猜想为何可信，但必须由数论方法处理整除相关性。

7. 应该怎样理解这个问题
孪生素数问题位于两种力量的交界处：

• 总体稀疏性：素数在 𝑥 附近的密度只有约 1
ln𝑥；

• 局部重复性：尽管越来越稀疏，间隔 2 似乎仍会反复出现。

我们已经能证明素数之间存在无穷多次的统一有界间隔，也能证明“素数加几乎素数”的间隔可以固定为 2；

但要让间隔两端同时都是素数，现有筛法仍缺少关键的一步。

一句话总结

孪生素数猜想断言最小可能的奇素数间隔 2 会出现无穷多次；大量理论和计算证据都支持它，而证明的

核心困难，是现有筛法难以同时确认两个相隔 2 的数都只有一个素因子。

8. 延伸阅读
可以沿着这条历史主线继续阅读：Brun 的筛法与孪生素数倒数和，Hardy–Littlewood 的素数对猜想，陈景

润的“素数加几乎素数”定理，Goldston–Pintz–Yıldırım 的 GPY 方法，以及张益唐、James Maynard、Terence 

Tao 关于无条件有界素数间隔的工作。
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