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1. 问题的精确定义
在欧氏平面中取一个有限点集 𝑃。把距离恰好为 1 的两个点连边，并记这样的无序点对总数为 𝜈(𝑃 )。固

定点数后，再对所有可能的摆法取最大值：

𝜈(𝑛) ≔ max
𝑃⊂ℝ2, |𝑃 |=𝑛

𝜈(𝑃 ). (1)

所谓“单位”没有特殊性：如果关心距离 𝑟 > 0，把整幅图按比例 1𝑟  缩放，就又变成距离 1。因此问题真

正问的是：平面上 𝑛 个不同点，最多能让多少对点具有同一个指定距离？

也可以把它看成图论问题。点是顶点，单位距离点对是边，所得图称为单位距离图；𝜈(𝑛) 就是 𝑛 个顶点的

平面单位距离图所能拥有的最大边数。这里不要求连边不能交叉，也不要求所有没连边的点对距离不同。

三个容易混淆的问题

这不是“整数格点之间有多少条长度为 1 的边”，因为点可以摆在平面任意位置；也不是 Hadwiger–

Nelson 平面染色问题；更不是 Erdős 的“不同距离问题”。它只数某一个固定长度出现了多少次。

2. 从可手算的范例开始
小点集已经能说明，“多造单位距离”不是简单地把点均匀排开。

点的摆法 单位距离数 为什么

直线上等间距的 𝑛 个

点

𝑛 − 1 只有相邻点对相距 1。数量只是线性的。

边长为 1 的正三角形 3 三对点全是单位距离，即 𝜈(3) = 3。

共用一条边的两个正

三角形

5 取 (0, 0), (1, 0), (12 , ±
√
3
2 )。除上下两个顶点外，其余五

对距离都为 1。

边长为 1 的正六边形

加中心

12 六条边和六条“半径”都是单位距离。

𝑚×𝑚 方格，格距为 1 2𝑚(𝑚− 1) 横边和竖边各有 𝑚(𝑚− 1) 条；若 𝑛 = 𝑚2，仍只有 2𝑛 −
2
√
𝑛 条。

最后一行看似说明方格没有帮助，其实它只使用了方向 (±1, 0) 与 (0,±1)。经典构造的关键，是缩放方

格，让许多不同的整数方向同时成为单位向量。

例如整数方格中的向量

(±1,±2), (±2,±1) (2)

共有 8 个带符号、带次序的方向，它们的长度都是 
√
5。把一个足够大的方格整体缩小 

√
5 倍后，每个远

离边界的点就有至多 8 个单位距离邻点。边界会损失一些边，但方格足够大时，主体仍保留下来。

更一般地，若整数 𝑘 有许多表示

𝑘 = 𝑎2 + 𝑏2, (3)

那么每个解 (𝑎, 𝑏) 都给出一个长度 
√
𝑘 的格点方向。特别地，当 𝑘 是许多互不相同、模 4 余 1 的素数之

积时，表示数会随素因子数成指数增长。选好 𝑘、取一个大方格并按 1√
𝑘

 缩放，便能得到

𝜈(𝑛) ≥ 𝑛1+
𝑐
log log𝑛 (4)

这一尺度的经典下界，其中 𝑐 > 0 是常数。这里额外的指数 𝑐log log 𝑛 会趋于 0，所以它虽超线性，却仍

是 𝑛1+𝑜(1)。
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平方格点真正提供了什么

不是“最近邻很多”，而是整数的平方和分解能制造很多同样长度、不同方向的向量。几何计数由

此被翻译成算术中的表示数问题。这正是新反例后来推广到数域的出发点。

3. Erdős 猜想到底猜了什么
1946 年，Erdős 猜想存在绝对常数 𝐶 > 0 与 𝑁，使每个 𝑛 ≥ 𝑁  都满足

𝜈(𝑛) ≤ 𝑛1+
𝐶
log log𝑛. (5)

把量词完整写出很重要：

∃𝐶 > 0, ∃𝑁,∀𝑛 ≥ 𝑁 : 𝜈(𝑛) ≤ 𝑛1+
𝐶
log log𝑛. (6)

它不是猜 𝜈(𝑛) = 𝑂(𝑛)，也没有断言某个具体的 𝐶。它允许单位距离数比线性大很多，只要求超线性的

那部分至多是 𝑛𝑂(
1
log log𝑛)。由于 𝐶log log 𝑛 → 0，也可以把猜想概括成

𝜈(𝑛) ≤ 𝑛1+𝑜(1) (7)

的一种定量版本。经典平方格点下界恰好也在 𝑛1+Θ(
1
log log𝑛) 这个尺度上，因此几十年来的直觉是：平方

和构造已经抓住正确的增长类型，剩下只是上下界常数与技术的差别。

从另一端看，1984 年以来最好的通用上界仍是

𝜈(𝑛) = 𝑂(𝑛43). (8)

一个直观理由是：以每个点为圆心画单位圆，单位距离就对应“另一个点落在这条圆上”的点圆关联；平

面关联几何限制了这种相交能有多密。于是旧局面是

𝑛1+Ω(
1
log log𝑛) ≤ 𝜈(𝑛) ≤ 𝑂(𝑛43). (9)

Erdős 猜想选择相信左端的指数形态，而不是右端的固定幂指数。

4. 2026 年的反例如何否定它
新定理证明：存在一个与 𝑛 无关的绝对常数 𝛿 > 0，对无穷多个 𝑛 有

𝜈(𝑛) ≥ 𝑛1+𝛿. (10)

“固定的 𝛿”是整个突破的核心。无论猜想允许多大的固定常数 𝐶，只要 𝑛 足够大，就有

𝐶
log
log 𝑛 < 𝛿, (11)

从而 𝑛1+𝛿 > 𝑛1+
𝐶
log log𝑛。定理又保证这样的反例规模 𝑛 无穷多，因此不可能用增大阈值 𝑁  把它们全部排

除。这正好击穿了原猜想中的“存在 𝐶,𝑁，此后对所有 𝑛 成立”。OAI-UD-PAPER

这里没有给出一张小反例图

猜想是渐近命题，有限个漂亮点集不能推翻它。新证明给出的是一族规模趋于无穷的构造，并保证

其单位距离数有固定的多项式增益。定理只声称存在某个 𝛿 > 0，并未把一个漂亮或接近最优的数

值当作卖点。

5. 从二维平方和到高次代数数域
新证明保留了经典构造的骨架：先寻找大量“长度相同的方向”，再让许多格点可以沿这些方向平移。真

正的新意，是把高斯整数 ℤ[𝑖] 中的平方和算术升级到次数不断增长的数域。
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可以把证明分成四层理解：

1. 制造许多候选方向。 取一个高次数全实数域 𝐿，再加入 𝑖 得到 𝐾 = 𝐿(𝑖)。证明构造出指数多个元素 

𝑢 ∈ 𝐾，使 𝑢𝑐(𝑢) = 1；这里 𝑐 是类似复共轭的自同构。

2. 让每个坐标都看见长度 1。 把 𝐾  通过所有复嵌入放进 ℂ𝑓。因为 𝑢𝑐(𝑢) = 1，每个嵌入 𝜎 都满足 |𝜎(𝑢)| =
1。所以同一个 𝑢 在每个复坐标中都是单位方向。

3. 把方向变成大量边。 在这个高维嵌入格中截取一个大“多圆盘”窗口。对窗口的平移位置做平均，可

以找到一个截面，使许多格点 𝑥 与 𝑥 + 𝑢 同时留在窗口内；每一对都对应一个候选单位边。

4. 回到真正的平面。 只投影到第一个复坐标。该投影在所取格点陪集上是单射，不会把不同点压成同

一点；同时每个 𝑢 的第一坐标绝对值恰为 1，所以高维中的候选边投影后确实是平面单位距离。

最深的输入藏在第一层：需要次数趋于无穷的全实数域无分歧塔，还要让一批指定素数完全分裂，并把

判别式、类数造成的损失控制在指数级。Golod–Shafarevich 理论保证这种塔不会在有限层终止；类群

上的抽屉原理再从大量理想分解中提取出足够多的范数 1 元素。UD-REMARKS

为什么“投影回二维”并不神奇地保长度

一般的高维投影当然会改变长度。这里能成功，不是因为投影保距，而是每个特制方向 𝑢 在每一个

复坐标中本来就有绝对值 1；选第一坐标后，它仍恰好是单位向量。单射性则另外保证点的数量没

有塌缩。

九位数学家随后发表了人类消化版，明确称其为 human-verified version，并梳理了与 Ellenberg–

Venkatesh、Golod–Shafarevich 及类域塔方法的联系。这个跨越的本质是：旧构造只从一个固定二维

格子的算术中榨取 𝑛𝑜(1) 个方向；新构造让数域次数随规模增长，从而得到指数于次数的方向数，最终

在点数中表现为固定幂 𝑛𝛿。

6. 现在还剩下什么
反例改变了下界的性质，却远没有确定 𝜈(𝑛) 的真实增长速度。目前可以粗略记成

𝑛1+𝛿 ≤ 𝜈(𝑛) ≤ 𝑂(𝑛43) (12)

其中左式只对某个固定 𝛿 > 0 和无穷多个 𝑛 保证成立；右式则是对所有 𝑛 的通用上界。两端之间仍有固

定的幂指数鸿沟。

具体来说，新结果没有：

• 求出 𝜈(𝑛) 的精确渐近式；

• 证明最佳下界指数接近 43；

• 证明对每个充分大的 𝑛 都有同样的 𝑛1+𝛿 下界；

• 给出小规模 𝜈(𝑛) 的统一最优构型；

• 让单位距离问题、不同距离问题或平面染色问题自动得到解决。

一句话准确总结

被推翻的是“平面单位距离数至多为 𝑛1+𝑂(
1
log log𝑛)”这一增长形态；仍然开放的是 𝜈(𝑛) 究竟以哪个

固定幂次、甚至是否以某个稳定幂次增长。

7. 参考资料
单位距离猜想攻破详解：人类数学家离失业还有多远？
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